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8 元多输出旋转对称弹性函数的构造与计数 

杜蛟 1，尚玉婧 1，赵金玲 1，董乐 1，张恩 2 
（1. 河南师范大学数学与信息科学学院，河南 新乡 453007；2. 河南师范大学计算机与信息工程学院，河南 新乡 453007） 

摘  要：在 2r 个变元的多输出旋转对称平衡函数和弹性函数存在的条件下，研究了输出变量维数的取值问题。根

据输出变量的不同维数，基于弹性函数和正交表大集间的等价关系，给出了 8 元多输出平衡函数的计数结果，在

此基础上进一步研究了 8 元多输出旋转对称 1-弹性函数的构造与计数方法，将这类函数的构造问题转化为方程组

的求解问题。 
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Construction and count of multi-output rotation symmetric 
resilient functions with 8 input variables 
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Abstract: The value ranges of the number of output variables were determined respectively under the existence of mul-
ti-output rotation symmetric balanced functions and resilient functions with 2r input variables. Based on the equivalence 
between the resilient functions and large sets of orthogonal arrays, some results on the construction and count of mul-
ti-output rotation symmetric balanced functions with 8 input variables were presented according to the different dimen-
sions of output vectors, and construction and count of multi-output rotation symmetric 1-resilient functions with 8 input 
variables were also studied. Besides, constructions of multi-output rotation symmetric resilient functions are transformed 
into the problem of solving a system of equations. 
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1  引言 

Filiol 和 Fontaine[1]首先在特征为 2 的有限域上

提出了“幂等元”的概念，Pieprzyk 和 Qu 在文献[2]
中提出了旋转对称函数（RSBF, rotation symmetric 
function）的概念，文献[3]进一步指出了幂等元与

旋转对称函数的关系，即旋转对称函数可以由幂等

元在相应的有限域中通过适当地选择正规基变形

而得到。事实上，自 1999 年以来，旋转对称函数

就成为这类函数的标准术语[2]。RSBF 是一类在输

入变量周期性旋转变化时，函数值保持不变的函

数，这类函数不仅数量丰富，而且容易快速实现，

因而被用于某些密码算法（如MD4、MD5和HAVAL
等轮函数）的快速实现中[2]。近年来，人们在旋转

对称函数类中得到了诸多令人满意的结果[4～7]。2006
年， Kavut 等[8]利用最速下降法在旋转对称函数类

中找到了非线性度为 241 的 9 元旋转对称函数，随

后他们又证明了这是 9 元旋转对称函数所能达到的

最大非线性度，在此基础上进一步找到了非线性度

为 242 的 9 元 3 阶旋转对称布尔函数，利用该结果，
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证明了 9 元、11 元、13 元非线性度大于
1

1 22 2
n

n
−

− − 的

布尔函数的存在性，彻底解决了 30 年来一个悬而

未决的公开问题[7,8]。实验表明旋转对称布尔函数可

以同时具有多个良好的密码学性质，如平衡性、最

优代数免疫性、较高的代数次数、相关免疫性、较

高的非线性度等[4,6,7]。因而构造具有特殊密码学性

质的旋转对称函数就是一个具有重要理论意义的

工作，也是当前密码学领域的一个热点问题，出现

了一大批研究成果[4,6～17]。 
对称布尔函数作为旋转对称布尔函数的一个

子类，其平衡性、相关免疫性、弹性首先得到了深

入的研究[11]。Stanica 等[3,4]研究了平衡以及相关免

疫的旋转对称函数的构造问题，文献[12]进一步研

究了这个问题。文献[13～17]基于弹性函数与正交表

大集间的关系研究了单输出旋转对称弹性函数的

构造与计数问题。文献[18]给出了多输出旋转对称

函数的概念，研究了多输出旋转对称函数的平衡

性、相关免疫性等密码学性质，给出了满足这些性

质的充分必要条件。 
由于在分组密码中的广泛应用，多输出布尔函

数尤其是具有特殊性质的多输出布尔函数在密码

体制中逐渐扮演着重要角色。旋转对称 S 盒具有良

好的密码学性质，如低差分均匀度、高代数次数、

高非线性度等[10,19,20]，这就启发本文从旋转对称 S
盒中寻找具有多个密码学性质的 S盒。到目前为止，

已有诸多文献研究旋转对称 S 盒的相关问题，文献

[18～23]研究了旋转对称 S 盒的设计与某些密码学

性质，但是关于给定参数的旋转对称弹性 S 盒的存

在性、构造与计数等一系列问题的结果仍然很少，

因而旋转对称弹性 S盒的构造问题就是一个具有重

要理论意义的公开问题。文献[17]研究了素数幂元

的旋转对称单输出弹性函数的构造与计数问题，文

献[20]从部分 8 元平衡的旋转对称函数中搜索到了

5 382 个非线性度为 116 的函数，本文首先研究了

当 2rn = 时，多输出旋转对称平衡函数的输出变元

的维数 m 的取值范围，进一步研究了当变元个数

8n = 时，m 取不同值时的多输出旋转对称平衡函数

的计数问题，以及多输出旋转对称弹性函数的构造

与计数方法。 

2  基础知识 

设 2F 表示二元域{0,1}，对任一取定的正整数

n，以 2
nF 表示 2F 上的 n 维向量空间，称 2 2

nF F→ 的

任一映射 f 为 n 变元布尔函数，即当 1 2( , , ,x x=x …  

2) n
nx F∈ ， 1 2 2( ) ( , , , )nf f x x x F= ∈x … 时，若 ( ) 1f =x ，

则称 x为函数 ( )f x 的支撑向量。设 ( )if x 为 2 2
nF F→

上的布尔函数，称 1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))mF f f f=x x x x… 为

2 2
n mF F→ 上的 n 个变元 m 个输出的多输出布尔函

数，简记为 ( , )n m 函数，这里，1 i m n≤ ≤ ≤ 。多

输出布尔函数也称为向量值布尔函数或 S盒，其中，

( )if x 称为分量函数或坐标函数。 
定义 1[3,4]  设 ( )f x 为 n 元布尔函数，任取 =x  

1 2 2( , , , ) n
nx x x F∈… ，令 

 
,

( ) , 1
,

i kk
n i

i k n

x i k n
x i n

x i k n
ρ +

+ −

+ 
= { + > 

≤
≤ ≤  

1 2 1 2( , , , ) ( ( ), ( ), , ( ))k k k k
n n n n n nx x x x x xρ ρ ρ ρ=… …  

若对 1 2 2( , , , ) n
nx x x F∀ ∈… 均有 

 1 2 1 2( ( , , , )) ( , , , )k
n n nf x x x f x x xρ =… …  

对 0 1k n −≤ ≤ 成立，则称 ( )f x 为旋转对称函数。 
RSBFn 表示所有 n 元旋转对称布尔函数构成的

集合，循环群{ }| 0 1k
n k nρ −≤ ≤ 作用在 2

nF 上，将

2
nF 中的向量分为如下形式的轨道。 

 { }2( ) |0 1,k n
n nO k n Fρ= − ∈x x≤ ≤  

而旋转对称函数 ( )f x 在每一个轨道上取相同

的函数值，这里， ( )nO x 是由 x 生成的轨道，并且

轨道的总数 ng 和长轨道的总数 nh 分别为[4] 

 
|

1 ( )2
n
t

n
t n

g t
n

ψ= ∑ ,
|

1 ( )2
n
t

n
t n

h t
n

μ= ∑  

其中， ( )tψ 为欧拉函数， ( )tμ 为莫比乌斯函数。 
定义 2[16,17,24]  设 1 2( ) ( , , , )nf f x x x=x … 为 n 元

布尔函数， 2
nF∈x ，若 ( )f x =1，则称 x为函数 ( )f x

的支撑向量。 ( )f x 的所有支撑向量按照一定的顺序

排列的矩阵 fC 称为 ( )f x 的支撑矩阵。 

 ( )

11 12 1
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1 2
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f n
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c c c
c c c

c c c

  
  
  = =
  
    
  

C d d d
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… … 〓 …

…

 

其中， id 是 fC 的第 i 个列向量，1 i n≤ ≤ 。 

定义 3[17]  设 ( ) RSBFnf ∈x 且 ( )nO t=x ，轨道
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( )nO x 中的所有向量按如下方式排列得到的矩

阵被称为轨道矩阵。 

 ( )( ) 1 2

1

( )

( )

n

n
O n

t
n

ρ

ρ −

  
  
  = =
  
    
  

x

x
x

C u u u

x

…
…

 

其中， iu 是轨道矩阵 ( )nO xC 的第 i 列，1 i n≤ ≤ ，

( )itω u 为 iu 的汉明重量。 
TR 表示矩阵 R的转置， rk 表示 r 个 k 构成的

列向量，如果
1 1

( )ij n ma ×=A ，
2 2

( )ij n ma ×=B ，那么矩

阵 A 和 B 的 Kronecker 积 定 义 为 ⊗ =A B  

1 2 1 2
( )ij n n m ma ×B ，显然有 ( )( ) 1 2nO x n= =C u u u…  

T
s ⊗M1 ，其中， ( )1 2 t=M u u u… 为一个 t t× 的

循 环 矩 阵 ， 并 且 n st= ， 因 此 ， 有 1( )tω =u  

2( ) ( )nt tω ω= =u u… 。 fC 是由若干个轨道矩阵构成

的，若函数 ( )f x 是一个 RSBF，那么 ( )f x 在每一

个轨道上的向量所取的函数值是相同的，因而旋转

对称布尔函数的轨道矩阵在对其支撑矩阵(布尔函

数的一个原像集)的分析中起着重要的作用。本文在

不考虑向量顺序的情况下，将 S看成一个行向量的

矩阵。 
本文需要一些定义和符号来表述结果。从 n 个

元素中选取 k 个的方法数记为组合数 Ck
n 。假设

(1 )i i nu ≤ ≤ 是 ( )nO xC 的第 i 个列向量， ,lh ω 是

{ }, 1( ) | ( ) , ( )l n nO O t O lω ω ω= = =x u x 中不同轨道的

总个数，那么 

 { }, 1( ) ( ) | ( ) , ( )l n n nh O O t O lω ω ω= = = =x x u x  

设
1

,
1

l

l lh h ω
ω

−

=

= ∑ 表示集合
1

,
1

{ ( ) | ( )
l

l n iO O tω
ω

ω
−

=

= =x u∪  

, ( ) , 1 1}nO l lω ω= −x ≤ ≤ 中不同轨道的总数。 
定义 4[18]  设 1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))mF f f f=x x x x… 为

2 2
n mF F→ 上的 n 元 m 输出布尔函数，2m

ng≤ ，如

果对于任意的 1 2 2( , , , ) n
nx x x F∈… ， 2 { }mF∈u \ 0 均有 

1 2 1 2( ( , , , )) ( , , , ),0 1k
n n nF x x x F x x x k nρ = −u u… … ≤ ≤ ， 

则称该函数为多输出旋转对称函数，记为

( , )-RSBFn m 。 
由于 ( , )-RSBFn m 最多有 2m 种输出，又因为 k

nρ
可将 2

nF 中的元素分为 ng 个轨道，从而 2m
ng≤ ，这

个要求显然限制了多输出旋转对称函数的数量。

由定义 4 可知，若 ( )f x 是一个 ( , )-RSBFn m ，则其

坐标函数的任意非零线性组合都是 RSBF，具体

的 ( , )-RSBFn m 的例子可参考文献[18]。 

定义 5[24,25]  如果 A的任意 m 列构成的矩阵的

行向量中， 2
mF 中的每个向量都出现相同的次数，

则 A 是一个ω 行 n 列的矩阵，称 A 是一个正交表

( , ,2, )n mωOA 。 
定义 6[24,25]  如果一个布尔函数 ( )f x 的支撑

矩阵是一个 ( , ,2, )n mωOA ，则称 ( )f x 是一个 m 阶

相关免疫函数，简称为相关免疫函数或 CI 函数。 
定义 7[26～28]  设 2 2( ) : n mf F F→x 是一个 ( , )n m

函数，则 ( )f x 是平衡函数，当且仅当对 2
mF∀ ∈α 都

有 1( ) 2n mf − −=α ， ( )f x 是 m-弹性函数（简称弹性

函数）；当且仅当对 2
mF∀ ∈α ，原像集 1( )f − α 中的向

量构成的矩阵都是 (2 , ,2, )n m n m−OA 。 

平衡的相关免疫函数实际上就是弹性函数，通

常把平衡函数看作弹性阶为 0 的弹性函数，文献[25]
给出了弹性函数与正交表 ( )OA 大集间的等价关

系，文献[29]研究了 2 种特殊的平衡旋转对称函数

的计数问题。 
引理 1[20]  8

2F 的所有轨道中轨道长度为 8 的有

30 个，轨道长度为 4 的有 3 个，轨道长度为 2 的有

1 个，轨道长度为 1 的有 2 个。 

3  主要结果 

3.1  2 ( )rn r N+= ∈ 的多输出旋转对称函数 2: nf F →  

2
mF 满足平衡、弹性条件时 m 的取值问题 

当多输出旋转对称函数的变元个数为 2rn =
时，定理 1 给出了它对应 m 的取值。 

定理 1  若 2r 元多输出旋转对称函数 2
2:

r

f F → 

2
mF 是平衡的，其中，m 和 r 为正整数，则 

 2 2rm r−≤ ≤  

证明  首先，因为函数 2
2 2:

r mf F F→ 是多输

出函数，所以 2m≥ ；其次，由于 2
2 2:

r mf F F→ 是

平衡函数，且 2
2

r

F 中向量的总数为 22
r

， 2
mF 中向

量个数为 2m
，所以对 2

mF∀ ∈α 都有 1( )f − =α  
22

r m− 。  
另一方面，由于 2

2 2:
r mf F F→ 是旋转对称函数，

故对 2
mF∀ ∈α ， 1( )f − α 中的元素都是由一个或几个

完整的轨道中的所有向量组成，并且向量个数都是
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相等的；又因为 2
2

r

F 长轨道的长度为 2r ，所以 2
mF 中

每个向量的原像中至少有一个轨道，故必有 2
mF 中

的某个向量 2
mF∈β 的原像中含有长度为 2r 的轨道，

即 1( ) 2rf − β ≥ ，从而 22 2
r m r− ≥ ，即 2rm r−≤ 。 

综上， 2 2rm r−≤ ≤ 成立。 
推论 1  若 2r 元多输出旋转对称函数 2

2:
r

f F → 

2
mF 是弹性函数，其中，m 和 r 为正整数，则 

 2 2 1rm r− −≤ ≤  

证明  由于多输出旋转对称弹性函数一定是

平衡函数，故由定理 1 可知 2 2rm r−≤ ≤ ；注意
2

2 2:
r mf F F→ 是多输出相关免疫函数， 2

2

r

F 中元素个

数为 22
r

， 2
mF 中向量个数为 2m 。 

显然， 2
2

r

F 的长旋转对称轨道的长度为 2r ，

因而存在 2
mF∈β ，使 1( )f − β 中至少包含一个长旋

转对称轨道。而 2
mF 中每个向量的原像中至少有

一个旋转对称轨道，由 f 的平衡性可知，对

2
mF∀ ∈α 都有 1 2( ) 2

r mf − −=α ，且 1( )f − α 所有的向

量构成的矩阵均为正交表，即该矩阵的每个列

向量中 0 和 1 的个数应该是相等的。若 1( )f − β

中包含一个长旋转对称轨道，并且当该轨道中

的所有向量构成矩阵的列向量的汉明重量为 k
时， 1( )f − β 中一定还包含其他旋转对称轨道，

且其中的向量个数至少为 2r ，此时这些向量构

成的矩阵的列向量的汉明重量至少为 2r k− ，

即 2
mF 中每个向量的原像中向量的个数至少为

12 2 2r r+× = ，所以 2 12 2
r m r− +≥ ，即 2 1r m r− +≥ ，

故有 2 1rm r− −≤ 。 
综上， 2 2 1rm r− −≤ ≤ 成立。 

3.2  n=8 时多输出旋转对称 0-弹性函数的构造与

计数问题 
定理 2  对于多输出旋转对称函数 2: nf F → 2

mF ，

若 8n = ，则 m 输出旋转对称平衡函数（0-弹性函数）

的个数 mN 为 

1) 1
5 3C 32!N = ×  

2) 4 11

30!91
2

N = ×  

3) 3 7

30!116
(4!)

N = ×  

4) 2 3

30!316
7!(8!)

N = ×  

证明  由引理 1 知 8 30h = 、 4 3h = 、 2 1h = 、

1 2h = ，即长度为 8 的轨道有 30 个，长度为 4 的轨

道有 3 个，长度为 2 的轨道有 1 个，长度为 1 的轨

道有 2 个。 
当 8n = 时，由定理 1 知 m 的取值范围为

2 5m≤ ≤ 。根据 m 的取值分以下几种情况讨论。 
情形 1  当 5m = 时， 2

mF 中有 32 个向量，故

可将 8
2F 中所有轨道分为 32 组，每组含 8 个向量。

其中必有一组是由 2 个长度为 4 的轨道组成，一组

是由 1 个长度为 2 的轨道、2 个长度为 1 的轨道和

一个长度为 4 的轨道组成，而其余 30 组分别由一个

长轨道中的 8 个向量组成。因此，将 8
2F 中的 256 个

向量分成 32 组，有 1
3C 种不同分法，因而共可以构造

出 1
5 3C 32!N = × 种不同的 (8,5) 旋转对称平衡函数。 
情形 2  当 4m = 时， 2

mF 中有 16 个向量，故

可将 8
2F 中所有轨道分为 16 组，每组含 16 个向量，

此时可分为以下 2 种情况。 
1) 当所有的短轨道被分到同一组中，那么只需

将 30 个长轨道分成 15 组即可，这是一个平均分组

问题，因而共有 2 2 2 2
30 28 4 2

1 C C C C
15!

… 种不同的分法，

按这些不同的分法可以构造不同的 (8,4) 旋转对称

平衡函数的个数为 

 2 2 2 2
4,1 30 28 4 2 11

1 30!16! C C C C
15! 2

N = =…  

2) 当有一个长度为 4 的轨道、2 个长度为 1 的

轨道、一个长度为 2 的轨道与一个长度为 8 的轨道

构成一组，2 个长度为 4 的轨道和一个长度为 8 的

轨道构成一组时，即短轨道被分到 2 个不同的组中，

其余长度为 8 的 28 个轨道平均分成 14 组，那么将
8

2F 中所有轨道就分成了 16 组，因而共有

1 1 1 2 2 2 2
3 30 29 28 26 4 2

1C C C C C C C
14!

… 种不同的分法，所以可构

造出不同的 (8,4) 旋转对称平衡函数的个数为 

 1 1 1 2 2 2 2
4 2 3 30 29 28 26 4 2 4 1

116!C C C C C C C 90
14!

N N= =…， ， 

显然，1)和 2)所构造的函数是不同的，因而所

得到的 (8,4) 旋转对称平衡函数的个数为 

 4 4 1 4 2 4 1 15 11

30! 30!91 1 456 91
2 2

N N N N= + = = × = ×， ， ，  

情形 3  当 3m = 时， 2
mF 中有 8 个向量，故可

2017140-4



第 7 期 杜蛟等：8 元多输出旋转对称弹性函数的构造与计数 ·51· 

 

将 8
2F 中所有轨道分为 8 组，每组含 32 个向量，此

时可分为以下 2 种情况。 
1) 当所有的短轨道被分到同一组中，那么只需

要从 30 个长轨道中选出 2 个，将其他 28 个长轨道

平均分成 7 组即可，这是一个平均分组问题，因而

共有 2 4 4 4
30 28 24 4

1C C C C
7!

… 种不同的分法，所以可构造

出不同的 (8,3) 旋转对称平衡函数的个数为 

 2 4 4 4
3 1 30 28 24 4 7

1 30!C C C C 8! 4
7! (4!)

N = = ×…，  

2) 当有一个长度为 4 的轨道、2 个长度为 1 的

轨道、一个长度为 2 的轨道与 3 个长度为 8 的轨道

构成一组，2 个长度为 4 的轨道和 3 个长度为 8 的

轨道构成一组时，其他长度为 8 的 24 个轨道平均

分成 6 组，那么将 8
2F 中所有轨道就分成了 8 组，因

而共有 1 3 3 4 4 4
3 30 27 24 20 4

1C C C C C C
6!

… 种不同的分法，所以

可构造出不同的 (8,3) 旋转对称平衡函数的个数为 

 1 3 3 4 4 4
3 2 3 30 27 24 20 4 6

1 14 30!C C C C C C 8!
6! 3 (4!)

N ×
= =

×
…，  

显然，1)和 2)所构造的函数是不同的，因而所

得到的 (8,3) 旋转对称平衡函数的个数为 

 3 3 1 3 2 3 1 7

30!29 116
(4!)

N N N N= + = = ×， ， ，  

情形 4  当 2m = 时， 2
mF 中有 4 个向量，故可

将 8
2F 中所有轨道分为 4 组，每组含 64 个向量，此

时可分为以下 2 种情况。 
1) 当所有的短轨道被分到同一组中，那么只需

要从 30 个长轨道中选出 6 个，将其他 24 个长轨道

平均分成 3 组即可，这是一个平均分组问题，因而

共有 6 8 8 8
30 24 16 8

1C C C C
3!

种不同的分法，按这种分法可以

构造出不同的 (8,2) 旋转对称平衡函数的个数为 

 6 8 8 8
2 1 30 24 16 8 3

1 30!C C C C 4! 28
3! 7!(8!)

N = = ×，  

2) 当有一个长度为 4 的轨道、2 个长度为 1 的

轨道、一个长度为 2 的轨道与 7 个长度为 8 的轨道

构成一组，2 个长度为 4 的轨道和 7 个长度为 8 的

轨道构成一组时，其他长度为 8 的 16 个轨道平均

分成 2 组，那么将 8
2F 中所有轨道分成了 4 组，因而

共有 1 7 7 8 8
3 30 23 16 8

1C C C C C
2!

种不同的分法，所以可以构造

出不同的 (8,2) 旋转对称平衡函数的个数为 

1 7 7 8 8
2 2 3 30 23 16 8 3

1 30!C C C C C 4! 288
2! 7!(8!)

N = = ×，  

显然，1)和 2)所构造的函数是不同的，因而所得

到的 (8,2) 旋转对称函数的个数为 

 2 2 1 2 1 3

30!316
7!(8!)

N N N= + = ×， ，  

3.3  n=8 时多输出旋转对称 1-弹性函数的构造与

计数问题探讨 
由推论 1 可知，当 8n = 时，多输出旋转对称弹

性函数 2 2: n mf F F→ 中 m 的取值范围为 2 4m≤ ≤ 。

下面考虑 2 4m≤ ≤ 时具体的多输出旋转对称弹性

函数的构造与计数问题。根据多输出旋转对称函数

和弹性函数的定义可知：旋转对称弹性函数的构造

等价于正交表大集{ }0 1 2 1
, , , m −

A A A… 的构造，其中，

每个 iA 都是由若干个轨道矩阵构成，并且都是

(2 , , 2,1)n m n−OA 。为了方便和简单，需要约定一些

符号。 
设 (1 )i i nu ≤ ≤ 为矩阵 ( )nO xC 的第 i 个列向量，

记旋转对称轨道的集合 , 1{ ( ) | ( )l nO O tω ω= =x u  
, ( ) }nO lω =x ， ,lO ω 中轨道的个数 ,lh ω ，即

, ,l lh Oω ω= 。集合
1

,
1

{ ( ) | ( ) ,
l

l l n iO O O tω
ω

ω ω
−

=

= = =x u∪  

( ) , 1 1}nO l lω= −x ≤ ≤ 中不同的旋转对称轨道的

总数是
1

,
1

l

l l lh O h ω
ω

−

=

= =∑ 。 

考虑循环群{ }8 | 0 7k kρ ≤ ≤ 在 8
2F 上作用所形

成的轨道，按照定义 3 写成轨道矩阵的形式，对于

6 个短轨道形成的轨道矩阵，以及 30 个长轨道形成

的轨道矩阵分别按列向量的汉明重量分类计算可

知： 1,0 1,1 1h h= = ， 2,1 1h = ， 4,1 4,2 4,3 1h h h= = = ， 8,1h =  

8,7 1h = ， 8,2 8,6 3h h= = ， 8,3 8,5 7h h= = ， 8,4 8h = 。 

由于要构造平衡函数，故 2 个长度为 1 的短轨

道以及一个长度为 2 的短轨道必须分在同一组，将

这 3 个短轨道“捆绑起来”，看成一个长度为 4、第

1 列的汉明重量为 2 的短轨道矩阵，即 4,1 4,3 1h h= = ，

4,2 2h = ， 8,1 8,7 1h h= = ， 8,2h = 8,6 3h = ， 8,3 8,5 7h h= = ，

8,4 8h = 。 

为了简化问题，本文可以采取以下 2 种简化

方式。 
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方式 1  把 2 个行数为 4、列向量重量为 2 的

轨道矩阵以及另外2个长度为4的轨道矩阵分别“捆

绑”成 2 个长度为 8、列向量重量为 4 的轨道矩阵，本

文有 8,1 8,7 1h h= = ， 8,2 8,6 3h h= = ， 8,3 8,5 7h h= = ，

8,4 10h = 。 

方式 2  把 2 个行数为 4、列向量重量为 2 的

的轨道矩阵分别与另外 2 个长度为 4 的轨道矩阵组

合“捆绑”成一个长度为 8、列向量重量为 3 和一

个长度为 8、列向量重量为 5 的轨道矩阵，显然有

2 种“捆绑”方式，本文有 8,1 8,7 1h h= = ， 8,2 8,6 3h h= = ，

8,3 8,5 8h h= = ， 8,4 8h = 。 

1) 当 4m = 时， 2
mF 中共有 16 个向量，此时

(8,4) 旋转对称 1-弹性函数的构造等价于把上述的

32 个行数都是 8 的矩阵分成 16 组，每组 2 个轨

道矩阵，并且每组中的 2 个矩阵构成一个强度为

1 的正交表，根据这些短轨道的分组情况分以下

几种情形。 
① 所有短轨道中的 16 个向量被安排在一组，余

下的 30 个长轨道分成 15 组，则有 2 2 2 2
8 6 4 2

13!7!C C C C
4!

=  

2(7!)
8

种不同的分法，从而可以构造的 (8 4)， 旋转对

称 1-弹性函数的个数为 

 2 2 2 2 2
8 6 4 2

13!7!C C C C 16! 2 (7!) 15!
4!aN = = × ×  

② 如果按照方式 1 的做法，当所得到的 2 个

长度为 8、列向量重量为 4 的轨道矩阵分到不同组

时，有 1 1 2 2 2 2
8 7 6 4 2

13!7!C C C C C (7!)
3!

= 种不同的分法，从

而可以构造的 (8 4)， 旋转对称 1-弹性函数的个数为 

 1 1 2 2 2 2
8 7 6 4 2

13!7!C C C C C 16! (7!) 16!
3!bN = = ×  

 ③ 如果按照方式 2 的做法，由于这有 2 种不

同的“捆绑”方法，那么将所得到的 2 个长度为 8、
列向量重量分别为 3 和 5 的轨道矩阵分到不同组中

时，有 1 2 2 2 2
7 8 6 4 2

12 3!C 7!C C C C
4!

· 种不同的分法，从而可

以构造的 (8 4)， 旋转对称 1-弹性函数的个数为 

 1 2 2 2 2 2
7 8 6 4 2

12 3!C 7!C C C C 16! 28 (7!) 15!
4!cN = · = × ×  

显然，根据①～③的情况构造的 (8 4)， 旋转对称 1-弹

性函数都不相同，因而本文有以下定理。 

定理 3  当 4m = 时，不同的 (8 4)， 旋转对称 1-
弹性函数的总数为 246 (7!) 15!× × 。 

证明  只需计算出 a b cN N N+ + 的值即可。这

里， aN 、 bN 和 cN 的表达式如上所述。 
2) 当 3m = 时， 2

mF 中共有 8 个向量，本文需

要把上述的 32 个行数为 8 的矩阵（无论方式 1 还

是方式 2）分成 8 组，使每组中含有 4 个轨道矩阵，

并且它们构成一个强度为 1 的正交表。不妨记矩阵 

 

1,1 1,2 1,7

2,1 2,2 2,7

8,1 8,2 8,7

x x x
x x x

x x x

  
  
  =   
    
  

X

…
…

… … 〓 …
…

 

其中，非负整数 ,i jx 的含义为组 1i−A 中所含有的轨道

矩阵中列向量的重量为 j 的轨道个数，并且矩阵 X
在不考虑行向量顺序的情况下都看作是相同的，本

文有以下的结果。 
定理 4  按照方式 1 的做法，若以下方程组 

 
( )

( )

TT
8

7 8

T
8

1 3 7 10 7 3 1
4

1 2 3 4 5 6 7 16

 =
  ={
 

=  

X
X

X

1
1  

有λ 个不同的解 

 

1,1 1,2 1,7

2,1 2,2 2,7

8,1 8,2 8,7

s s s

s s s

s

s s s

x x x
x x x

x x x

  
  
  =   
    
  

X

…
…

… … 〓 …
…

，1 s λ≤ ≤  

那么按照方式 1，可以构造的 (8 3)， 旋转对称 1-弹性

函数的个数为 

 1 6 8
1

,
2 1

3!7!10!7!3!8!
( !)ss

i j
j i

Num
x

λ

=

= =

= ∑
∏ ∏

 

其中，2 个解不同是指不存在任何置换矩阵 P使 
 

1 2s s=X PX ， 1 21 s s λ≤ ≤ ≤  

证明  若 X是上述方程组的一组解，本文按照

矩阵来分组，根据 X的第 i 行，本文分别挑选 ,i nx 个

列重量为 n 的轨道矩阵，1 7n≤ ≤ ，把这些轨道矩

阵中的行向量作为第 i 组，记为 1i−A ，这样，就可以得

到线性空间 8
2F 的一个划分{ }0 1 7, , ,A A A… ，由于每一

组中的向量所取的函数值相同，不同组中的向量
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所取的函数值不同，对于一个划分可以构造的函

数个数为 8!个。而不同的轨道选取方法可以得到

不同的划分，按照 X可以得到的不同划分的方法

数为 

 7 8 7 8

, ,
1 1 2 1

1!3!7!10!7!3!1! 3!7!10!7!3!

( !) ( !)i j i j
j i j i

x x
= = = =

=

∏ ∏ ∏ ∏
 

根据不同的划分方法得到的函数是不同的，因而，

根据这个解可以构造不同的(8, 3)旋转对称 1-弹性

函数的个数为 

 6 8

,
12

3!7!10!7!3!8!
( !)i j

ij

x
==
∑∏

 

注意到对于不同的解X，所构造的(8, 3)旋转对称

1-弹性函数是不同的，那么根据所得到的λ 个解可以

构造出不同的 (8 3)， 旋转对称 1-弹性函数的个数为 

 1 6 8
1

,
12

3!7!10!7!3!8!
( !)ss

i j
ij

Num
x

λ

=

==

= ∑
∑∏

 

定理 5  按照简化方式 2 的做法，若以下方

程组 

 
( )

( )

TT
8

7 8

T
8

1 1 3 8 8 8 3 1
1 4

1 2 3 4 5 6 7 16

 =
  ={
 

=  

X
X

X

 

有λ 个不同的解 

 

1,1 1,2 1,7

2,1 2,2 2,7

8,1 8,2 8,7

s s s

s s s

s

s s s

x x x
x x x

x x x

  
  
  =   
    
  

X

…
…

… … 〓 …
…

,1 s λ≤ ≤  

那么按照方式 2，可以构造的(8, 3)旋转对称 1-弹性

函数的个数为 

 2 6 8
1

,
12

3!8!8!8!3!8!
( !)ss

i j
ij

Num
x

λ

=

==

= ∑
∑∏

 

其中，2 个解不同是指不存在任何置换矩阵 P使 

 
1 2s s=X PX , 1 21 s s λ≤ ≤ ≤  

证明  类似于定理 4。 
定理 4 和定理 5 实际上给出了一个构造(8, 3)

旋转对称 1-弹性函数的有效方法，由定理 4 和定理

5 中的方程组得到的函数可能是相同的。 
3) 当 2m = 时， 2

mF 中共有 4 个向量，本文需

要把上述的 32 个行数都是 8 的矩阵分成 4 组

0 1 2 3A A A A、 、 、 ，每组 8 个轨道矩阵，并且每组中

的 8 个矩阵构成一个强度为 1 的正交表，记矩阵 

 

1,1 1,2 1,7

2,1 2,2 2,7

3,1 3,2 3,7

4,1 4,2 4,7

x x x
x x x
x x x
x x x

  
  
  =   
    
  

X

…
…
…
…

 

其中，非负整数 ,i jx 的含义为组 1i−A 中所含有的轨道

矩阵中列向量的重量为 j 的轨道个数。 
定理 6  按照简化方式 1 的做法，若如下的方

程组 

 
( )

( )

TT
4

7 4

T
4

1 1 3 7 10 7 3 1
1 8

1 2 3 4 5 6 7 32

 =
  ={
 

=  

X
X

X

 

有λ 个不同的解 

 

1,1 1,2 1,7

2,1 2,2 2,7

3,1 3,2 3,7

4,1 4,2 4,7

s s s

s s s

s s s s

s s s

x x x
x x x
x x x
x x x

  
  
  =   
    
  

X

…
…
…
…

, 1 s λ≤ ≤  

那么按照方式 1，可以构造的 (8 2)， 旋转对称 1-弹性

函数的个数为 

 3 6 4
1

,
12

3!7!10!7!3!4!
( !)ss

i j
ij

Num
x

λ

=

==

= ∑
∑∏

 

其中，2 个解不同是指不存在任何置换矩阵 P使 
 

1 2s s=X PX , 1 21 s s λ≤ ≤ ≤  

证明  类似于定理 4。 
定理 7  按照方式 2 的做法，若以下方程组 

 
( )

( )

TT
4

7 4

T
4

1 3 8 8 8 3 1
8

1 2 3 4 5 6 7 32

 =
  ={
 

=  

X
X

X

1
1  

有λ 个不同的解 

 

1,1 1,2 1,7

2,1 2,2 2,7

3,1 3,2 3,7

4,1 4,2 4,7

s s s

s s s

s s s s

s s s

x x x
x x x
x x x
x x x

  
  
  =   
    
  

X

…
…
…
…

，1 s λ≤ ≤  
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那么按照方式 1，可以构造的 (8 2)， 旋转对称 1-弹性

函数的个数为 

 4 6 4
1

,
12

3!8!8!8!3!4!
( !)ss

i j
ij

Num
x

λ

=

==

= ∑
∑∏

 

其中，2 个解不同是指不存在任何置换矩阵 P使 
 

1 2s s=X PX , 1 21 s s λ≤ ≤ ≤  

证明  类似于定理 4。 
定理 6和定理 7 实际上给出了一个构造 (8 2)， 旋

转对称 1-弹性函数的有效方法，由定理 6 和定理 7
中的方程组得到的函数可能是相同的。 

4  结束语 

本文利用旋转对称函数的轨道与支撑矩阵的

特征给出了 8 元多输出旋转对称 0-弹性函数的构造

与计数，所得的函数个数可以根据轨道矩阵的性质

运用分类讨论的思想，基于组合数学中的加法原理

与乘法原理进行计算，而 8 元多输出旋转对称 1-弹
性函数的构造等价于一个线性方程组的解。定理 4～
定理 7 中线性方程组的所有不同的解实际上就是不

同的轨道分配方案，可借助于计算机计算。 
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